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Innledende bemerkninger

X: en kompakt Riemannflate av genus g > 2
7 := m1(X) fundamentalgruppa til X.

V: vektorbunt pd X med overgangsfunksjoner 0;; = ¢; o qu_l for en lokal
(trivialiserende) overdekning {(U;, ¢i)}.

V:V — V&cQk en (flat) konneksjon p3 X, dvs en C-linezr avbildning
som tilfrdesstiller " Leibniz regel”, V(f.s) =s® df + fV(s), s € V,
f € Ox og Q%; holomorfe 1-former pa X.
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Riemann-Hilbert-korrespondansen

Theorem (Riemann-Hilbert-korrespondansen)

Det er en ekvivalens mellom kategoriene av vektorbunter pa X med en

(flat) konneksjon og kategorien av endelig-dimensjonale representasjoner
av fundamentalgruppa m1(X).

{Endelig-dimensjonale representasjoner p av m1(X)}

!

{lokale systemer © pa X}

!

{Vektorbunter med konneksjoner (V,V) pa X}
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Riemann-Hilbert-korrespondansen

Den universelle overdekningen p : X — X har en naturlig struktur som
holomorf prinsipal-bunt med strukturgruppe 7. Representasjonen p
induserer en virkning av v €  pa den trivielle bunten X x C" ved
v.(%,2) = (%771, p(7)A). Banerommmet V, := X x, C" definerer et
lokalt system pa X av rang n.
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Riemann-Hilbert-korrespondansen

Den universelle overdekningen p : X — X har en naturlig struktur som
holomorf prinsipal-bunt med strukturgruppe 7. Representasjonen p
induserer en virkning av v €  pa den trivielle bunten X x C" ved
v.(%,2) = (%771, p(7)A). Banerommmet V, := X x, C" definerer et
lokalt system pa X av rang n.

Gitt et lokalt system © pa X. En vei 7 : [0,1] — X definerer en isomorfi
¥(©) 1 850 — Oyq)

der ©, () ~ (7*©)r ~ C". Dette gir en n-dimensjonal linezer
representasjon av fundamentalgruppa.
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Riemann-Hilbert-korrespondansen

V vektorbunt av rang n, med konneksjon V, (U, z) en trivialiserende
omegn med basis {e;} for V|y. La w =) wje; for wj € O(U). Lgsning av
Vw = 0 svarer til et lokalt system

n

dw; .

gzg auwj I:1,2,...,n
Jj=1

where Ve; = — 37, ajiejdz. Lgsningen av et slikt system danner et

n-dimensjonalt kompleks vektorrom.
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omegn med basis {e;} for V|y. La w =) wje; for wj € O(U). Lgsning av
Vw = 0 svarer til et lokalt system

n

dw; .

gzg auwj I:1,2,...,n
Jj=1

where Ve; = — 37, ajiejdz. Lgsningen av et slikt system danner et

n-dimensjonalt kompleks vektorrom.

Motsatt vil et lokalt system © definere en vektorbunt V = O ®¢ © og en

konneksjon ved
n n
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Cech-de Rham-kohomologi

Definition

LaV:V — V®Q} vare en flat konneksjon pd X (V2 =0, alle
konneksjoner pd Riemannske flater er flate). Vi definerer det generaliserte
de Rham-komplekset

CI(V, V) = Homo, (V, V ® Q%)

med differensial dg : CI(V,V) — CITY(V,V) gitt ved

dad(s) = (V A Laa)é(s) + (—1)7T (¢ A 1g1) V(s)

Kan vise at dg er Ox-linezr og at d3 = 0 (fglger av at V2 = 0)
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Cech-de Rham-kohomologi

Observer at CI(V|y, V) = I'(U, Homo, y(V, V @ Q%)) for dpne U C X.
Vi lar Homo, (V, V @ Q%) betegne det tilhgrende knippet p3 X.

For V = Ox og V = d far vi tilbake det ordinzere de Rham komplekset

0-0x 50k 302
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Cech-de Rham-kohomologi

Definition
Cech-de Rahm-komplekset:

KP9(X,V,V) = CP(U, Homo, (V,V @ Q%))

med differensial 0 = dq + (—1)96¢ og for en overdekning U av X.
Kohomologien av det assosierte totalkomplekset, H"(X, V,V), kaller vi
Cech-de Rham-kohomologi.
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Cech-de Rham-kohomologi

Dobbeltkompleksen KP:9 sitter i fgrste kvadrant, og vi har fglgende
standard resultat:

Proposition

Det eksisterer en spektralsekvens
EP9 = HI HP(X, Homo, (V, V @ Q%))

som konvergerer mot HP9(X, V, V).
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Cech-de Rham-kohomologi

Noen observasjoner: '
Siden vi jobber med holomorfe former p& en kurve X, s& har vi at Q4 =0
for j > 2, og EY’ =0 for g > 2.
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Cech-de Rham-kohomologi

Noen observasjoner: '
Siden vi jobber med holomorfe former p& en kurve X, s& har vi at Q4 =0

for j > 2, og EY’ =0 for g > 2.

Knippet Home, (V, V @ V) er kvasi-koherent og dim X = 1. Dermed har
vi HP(X, Homo, (V,V @ Q%)) =0 for p > 2, dvs. E}'? =0 for p > 2.

10 / 18
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Cech-de Rham-kohomologi

Det betyr at spektralsekvensen degenererer, og vi har en korteksakt sekvens
0— EJt - HYX,V,V) = E° =0
hvor E5*? er gitt ved

0 — Ey° — HY(X,Endo, (V) —HY(X, Homo, (V, V @ Q%))
— H?*(X,V,V) =0

0 — H%X, V,V) = H°(X,Endo, (V) —=H(X, Homo, (V, V ® Q%))

—>Eg’1—>0
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Cech-de Rham-kohomologi

Ved Serre-dualitet far vi
1,0\x% 0,1
(E57)" ~ E;

og isomorfier

HY(X,V,V) ~HYX,V, V)
H?(X,V,V) ~HYX, V,V)*
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Deformasjoner av vektorbunter med konneksjoner

Definition

En Igfting av en vektorbunt med konneksjon (V,V) over X til en
punktert lokal artinsk C-algebra (R,m) i a er en vektorbunt med
konneksjon (Vr, VR) over X X spec(C) Spec(R) slik at Vg er en Igfting av
V, flat over R, og VR er en konneksjon ps Vg, hayre R-linezer og med en
avbildning (Vr, VR) — (V, V) slik at den induserte avbildningen

n:(Vr, V) ®@r C — (V,V)

er en isomorfi.
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Deformasjoner av vektorbunter med konneksjoner

Definition

En Igfting av en vektorbunt med konneksjon (V,V) over X til en
punktert lokal artinsk C-algebra (R,m) i a er en vektorbunt med
konneksjon (Vr, VR) over X X spec(C) Spec(R) slik at Vg er en Igfting av
V, flat over R, og VR er en konneksjon ps Vg, hayre R-linezer og med en
avbildning (Vr, VR) — (V, V) slik at den induserte avbildningen

n: (Ve, VF)®r C — (V,V)
er en isomorfi.

To Igftinger (Vr, VR) og (Vj, V'R) er ekvivalente dersom det er en
isomorfi ¢ : Vg — Vi, slik at

7 o (¢ ®r 1c) =, V,R‘Dd’:(ﬁs@cln}()ov’?
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Deformasjoner av vektorbunter med konneksjoner

Definer deformasjonsfunktoren
Def(vy) 13 — sets.

ved
Def(y v)(R) = {Igftinger av (V,V) to R}/ ~
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Deformasjoner av vektorbunter med konneksjoner

Theorem

La 7 : R — k vere et objekt i a og (Vgr, VF) € Def(v v)(R) en klasse av
lgftinger av (v, V) to R. La u: S — R vere en surjektiv avbildning i a,
slik at mg - ker u = 0. Det sitter en obstruksjon

[¢¥] € H3(X, V ® ker u, V) slik at [¢)] = 0 i H*(X,V ® ker u,V) er
ekvivalent med at det finnes en Igfting av (Vg, VF) til S.

Dersom obstruksjonen [)] = 0, s& er mengden av Igftinger av (Vr, VF) til
S gitt som et prinsipalt homogent rom over H'(X, V ® ker u, V).

v

Ved 3 bruke Def(\ vy pd u: R = k[x]/(x?) — k, med ker u ~ k, far vi at
tangentrommet til deformasjonsfunktoren er gitt ved H1(X, V, V).
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Deformasjoner av vektorbunter med konneksjoner

For R = C[t]/(t?) har vi fglgende:
Lgfting av V, gitt ved overgangsfunksjoner 0;; = 0; + ta;; med
kosykel-betingelsen

A

b o éjk =0y
som gir
0jj o aj + avjj o O — e = 0
Vi har 0j; = ¢; o quTl hvor ¢; er den lokale trivialiseringen av V. Det gir
ved multiplikasjon med qbfl fra venstre og ¢, fra hgyre

o7 Lo — 7 awdi + ¢ Lokdr = 0

som er presis en Cech-kosykelbetingelse for kosykelen & = qﬁi_la,-jgbj;
0 =0.
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Deformasjoner av vektorbunter med konneksjoner

Utvidelsen av konneksjonen V over en dpen U; ma tilfredsstille Leibniz

regel, dvs.
(VH4uit)(f.s) =s® df + f.(V +vit)(s)

som gir at v; er Oy, -linezer, og mer, {v;} € CO(U, Homo, (V V @ Q)))
danner en Cech 0-kosykel, dov = 0, siden Q2 = 0. Vi skal Igfte
vektorbunten og konneksjonen simultant, noe som gir en ekstra betingelse;

eller 9(¢,v) = 0 i Cech-de Rham-komplekset.
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Tilbake til Riemann-Hilbert-korrespondansen

La A = C[n] vaere grupperingen til fundamentalgruppa. Lineare
representasjoner av 7 er det samme som lineaere representasjoner av A.
Deformasjonsfunktoren til en representasjon p : A — End(V) har
tangentrom gitt ved Ext;(V, V), og obestruksjonsrom Ext3(V, V).
Riemann-Hilbert-korrespondansen gir en ekvivalens av kategorier og ma
bevare deformasjonsteori, det betyr at

Exti(V, V) ~HI(X,V,V)

For en simpel representasjon V' har vi Homa(V, V) ~ HO(X; V; V) ~ k,
og derfor, ved dualitet, Exta(V, V) ~ k. Og videre,

RY(X,Endo, (V) = n*(g — 1) +1 = B°(X, Home, (V, V @ Q%)

som gir
dim Exti(V, V) = 2n*(g — 1) +2
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