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Definisjon. La
oo
(20)22) = 21,02, ...

vaere en folge, og la
n(l) <n(2)<---<n(f)<n(f+1) <...
veere en strengt voksende fglge av naturlige tall. Da er

(Tn(j))521 = Tn(1), Tn(2), - - -

ogsa en fglge, som vi kaller en delfglge av (x,,),.

Teorem (BolzanoWeierstrass). La (x,,), vere en begrenset folge i R. Da finnes
det en konvergent delfolge (xy,;));-

Med andre ord, hvis (x,), er en reell tallfglge, og det finnes en K € R slik at
|z,| < K for alle n, sa finnes det en strengt voksende fglge (n(j)); av naturlige tall
og et tall x € R, slik at z,,(;) — z nar j — oo.

Hverken grensen z eller delfplgen (z,,(;)); er entydig bestemt. For eksempel, hvis
xn = (—=1)" = 41 for n jevn, og —1 for n odde, kan vi la n(j) = 25 for alle j, slik
at x,;) = +1 for alle j, og z,,(;) — * = +1 nar j — oo. Alternativt kan vi la
n(j) = 2j —1 for alle j, slik at x,,(;) = —1 for alle j, og x,,(;) — = —1 nar j — oo.

Bevis av teoremet. Det er klart at K > 0. La [ag,by] = [-K, K], og la ¢y =
(ap + bo)/2 = 0. For hver n ligger x,, i [ag, co] og/eller i [co,by]. Enten finnes det
uendelig mange n slik at x,, € [ag, co], eller sa er det bare endelig mange slike n.
I det siste tilfellet finnes det uendelig mange n slik at x,, € [cg,bo]. T det forste
tilfellet lar vi a1 = ag, by = ¢g. I det andre tilfellet lar vi a1 = ¢g, by = by. Viser
ved induksjon pa m € N at det finnes tall

ap <ap < Sy Kby <o < by <bg

slik at
Ty € [@pm, by] for uendelig mange n € N

og
binm = (by—1am—1)/2.

Anta dette gjelder for en m > 1. La ¢, = (@ + bi)/2. Av de uendelig mange n
slik at z,, € [am, bn] ma enten uendelig mange ligge i [am,, ¢, eller sa ma uendelig
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mange ligge i [¢, by]. T det forste tilfellet lar vi [amt1,bmt1] = [am,cm]. T det
andre tilfellet lar vi [am41,bme1] = [¢m,bm]. T begge tilfeller er den induktive
hypotesen bekreftet for m + 1.

La n(1) = 1. Anta at vi har valgt n(1) < --- < n(m) slik at x,;) € [ay, b;] for
hver j = 1,...,m. Det finnes uendelig mange n slik at x,, € [aym+1,bm+1]. Spesielt
kan vi velge en n(m + 1) slik at n(m) < n(m +1) og Tp(m+1) € [@m+1,0m41]. Ved
induksjon pa m far vi valgt en delfolge (7,(;))72; av (¥n)p2; med x,(;) € [ay,bj]
for hver j. Med andre ord, er a; <z, < b; for hver j.

Fglgen (a;); er voksende og oppad begrenset, sa den konvergerer mot en grense
x. Vivet at bja; — 0, sa b; — x. Da fglger at ogsa x,(;) — z nar j — oo. For
gitt € > 0 finnes jo = jo(e) slik at |a;x| < € og |bjx| < € for alle j > jo. Da er ogsa
|z, (jy2| < € for alle j > jo, s& x,(;) — = nar j — oo. QED.

Sammenfatning.

Fundamentalaksiomet. Enhver voksende, oppad begrenset folge i R er konver-
gent.

Supremumsprinsippet. FEnhver ikketom, oppad begrenset delmengde © R har et
supremum.

Bolzano-Weierstrass egenskapen. FEnhver begrenset folge i R inneholder en
konvergent delfolge.

Skjeeringssetningen. Gitt en kontinuerlig funksjon f : [a,b] — R med f(a) <0
og f(b) >0 finnes en c € [a,b] med f(c) = 0.

Middelverdiulikheten. Gitt en deriverbar funksjon f : U — R, med U C R
apen, [a,b] C U et lukket intervall, og K € R en konstant slik at f'(x) < K for alle
x € [a,b], sa er

f(b) = fla) < K(b—a).

Vi har vist at fundamentalaksiomet impliserer alle de andre resultatene, og ut-
fyllende argumenter i leereboken viser omvendt at hvert av de andre resultatene
impliserer fundamentalaksiomet. Disse resultatene er derfor alle logisk ekvivalente.



